Introducao a Topologia - Resolucoes de exercicios
Capitulo
Exercicio n%5 (alineas 3| e [4.)

E imediato, directamente a partir da definicéo, que, dados ,s € Q,
dy(r,s) = 0 e que dy(r,s) = 0 se e s6 se r = s. Para demonstrar que
d,(r,s) = d,(s,T), observe-se que esta igualdade é trivial se r = s; caso
contrario, se se escrever:

r—s :pvp(rfs) . E
b
com (a,p) = (b,p) =1, entdo tem-se:
Cp—pw(rs) T4
S—T=p 5

e (—a,p) = (b,p) = 1. Sendo assim, é claro que v,(s — 1) =v,(r —s) e,
portanto, que d,(r,s) = d,(s,r). Finalmente, pretende-se demonstrar
que se t € QQ, entao

dp(r,t) < max{dy(r,s), dp(s, t)}. (1)

Antes de se passar a demonstracdo desta afirmacéo, observe-se que
ela implica que se tem d,(v,t) < d,(r,s) + dy(s,t). Por outro lado, ao
demonstrar-se (1), pode-se supor que T, s e t sdo distintos dois a dois.
De facto, se r = t, entao reduz-se a 0 < max{d,(r,s),dy(s,t)} e se
T = sous = t, entdo reduz-se a d,(r,t) < dy(r,t). Sera entdo
suposto que 1, s e t sdo dois a dois distintos; pretende-se provar que

Ir —tlp < max{fr —sl,,[s —tlp},
ou seja, mostrar que
Vp (r—1t) = min{v, (r —s),v,(s — t)}.
Sejam « =T —s e 3 =s—t. Com esta notacédo, pretende-se mostrar
que v, (x+f3) > min{v,(x),v,(B)}. Sejam a, b, c,d € Z nimeros primos

com p tais que:

X = pvp(r—s) . % e [3 = pvP(s_t) .

alo
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Vai-se supor que v, () < v,(B); a demonstragéo é anéloga se v, (x) >
vy (B). Tem-se entdo:

—pvele) & ve(B) | ©
x+p=p 5 TP q
:pw(oc)ajLPVp(ﬁ)ivP(“]C. (2)
b.d
Sejamn € Z, e e € Z tais que (e,p) =1 e que
a+pr P vr(®e — phe; 3)

seja f = b.d. Entéo (f,p) = 1 e deduz-se de (@) e de (3) que:
— Vplx)+m E
x+p=p 3

logo, v, (ot+B) = vp () +n = min{v, (o), v (B)}+1 > min{v, (), v, ()}
Exercicio n99

Sejam x,y € E; pretende-se mostrar que d(x,y) > 0. Basta obser-
var que 0 = d(x,x) < d(x,y) + d(y,x) = 2d(x,y).

Exercicio n918

A funcao néao é continua; de facto, vai ser visto que é descon-
tinua em todos os pontos do dominio. Seja f € C([0, 1]); pretende-se
demonstrar que:

(Je > 0)(¥d > 0)(3g € €([0,1])) : d1(f, g) < 5 e [f(0) — g(0)] > e.

Seja ¢ = 1 e seja d > 0. Se se encontrar uma funcédo h € C([0, 1]) tal
que

1
| (= im0 <
0
e que |h(0)] > 1, entdo a funcdo g = f + h sera claramente tal que
d;(f,g) < & e que |f(0) — g(0)] > 1. Basta escolher h com um grafico
como o da Mais precisamente, considere-se:

1—t t<d

h(t) = { /a  set<

0 set>d.
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Figura 1

1
com d €]0,1]. Entao h(0) =1e J [h| = d4/2. Basta entéo escolher d tal
0
que 4/2 < 6.
2. Sim, a funcéo é continua e é mesmo uniformemente continua,
ou seja, dado € € R existe algum & € R* tal que

(Vf,g € €([0,1])) : do(f, g) < & = [f(0) — g(0)] < e.
Com efeito, basta tomar & = ¢, pois se d(f, g) < € entao

[f(0) — g(0)| < sup [f(x) —g(x)| = d(f, g) <.

x€[0,1]

Exercicio n921]

Afirmar que a funcéo é descontinua em todos os pontos do domi-
nio equivale a afirmar que:

(VreQ)(Fe >0)(¥d0>0)(Tr' € Q) : dp(r,r') < eed(r,r') >e.

Sejam entao r € Q, e = 1 e 6 > 0; pretende-se encontrar um nimero
racional v’ tal que d,(r,1’) < d e [r — 1’| > 1. Para tal basta encontrar
um ndmero racional h tal que |h|,(= d,(h,0)) < 6 e [h| > T; uma vez
encontrado um tal h, bastara considerar v’ = r+ h. Sejan € N tal que
p " <. Entéo [p™|, =p ™ < b (por escolhaden) e [p"|=p™ > 1.

2l Sim; basta considerar a funcéo que envia r(€ Q) em [r|,. Que
esta funcéo é continua é uma consequéncia imediata do exercicio (14}
pois, para cada T € Q, |r[, = d,(1,0).
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Exercicio n925

Que as aplicacoes f: C — C da forma f(z) = wz + B ou f(z) =
wzZ+ B, em que w, B € C e |w| =1, sdo isometrias é 6bvio; o problema
consiste em saber se ha ou néo outras isometrias. De facto néo ha.
Para demonstrar esta afirmacao, seja f: C — C uma isometria; sejam
B =f(0)ew=f(1)—1(0). E claro que |w| = 1, pois |w| = [f(1) — f(0)| =
T —0] =1. Seja

g C — C
z o~ (flz) = B)/w;
é claro que g é uma isometria, que g(0) = 0 e que g(1) = 1. Pretende-
-se demonstrar que g é a identidade ou a conjugacéo; no primeiro caso
ter-se-a entdo que, para qualquer z € C, f(z) = wz + e no segundo
caso ter-se-a, para qualquer z € C, f(z) = wz + .

Primeira resolucéo: Vai-se comecar por mostrar que:
(Vze C):g(z) =zoug(z) =z

Seja entdo z € C e seja w = ¢(z). Sabe-se que (w| = |z| e que lw — 1| =
lg(z) — g(1)| = |z — 1|. Mas também se sabe que:

lz—12=w—17 < [z]> =2Rez+1=|w* —2Rew + 1
—> Rez =Rew

pois |z| = |w|. Logo, tem-se:
(Imz)? = |z]*> — (Rez)? = [wf* — (Rew)? = (Imw)?

e, portanto, Imz = +Imw; logo, z = w ou z = w.

Falta mostrar que se tem sempre g(z) = z ou se tem sempre g(z) =
z. Suponha-se, por reducao ao absurdo, que existe algum z € C tal que
g(z) = z # z e que existe algum w € C tal que g(w) = w # w. Entéo
lz—w| =|g(z) — g(w)| = |z —w|. Mas tem-se

lz—W| =|z—w| <= (Rez—Rew)? + (Imz + Imw)? =

= (Rez—Rew)? + (Imz — Imw)?
— Imz+Imw=+(Imz—Imw)
< Imz=00u Imw=20
= z=Zouw=Ww

0 que €é absurdo.
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Segunda resolucdo: Tem-se

lg(i) =Ig(i) —g(0)| =i—0/=1

g(i) — 11 =1g(i) — g1 =i — 1] = V2,

pelo que g(i) estd na interseccéo das circunferéncias S(0,1) e S(1,v/2);
logo, g(i) = +i.

Suponha-se que ¢(i) = i; pretende-se demonstrar que g é entao a
identidade. Seja z € C. Sabe-se que |g(z)| = |z|, que |g(z) — 1| =|z— 1| e
que |g(z) —i| = |z —i|, ou seja que g(z) esta situado simultaneamente
nas trés circunferéncias de centros 0, 1 e 1 e de raios respectivamente
lz|, |z — 1] e |z—1]. Mas trés circunferéncias com centros néo colineares
s6 possuem, no maximo, um ponto comum e z pertence a cada uma
delas; logo g(z) = z. o

Se g(i) = —i, define-se, para cada z € C, §(z) = g(z). A funcgdo g é
uma isometria, g(0) = 0, g(1) = 1 e g(i) = i. Como ja foi visto, § é a
funcao identidade, pelo que g é a conjugacéo.

Exercicio n928

Se I for um intervalo aberto de R e se a € I, existem v, 1, € R tais
que Ja — r1,a + r[C 1. Se r = min{ry, 1.}, entdo Ja — r,a + r[C 1. Mas
la—r,a+ r[=B(a,r). Esta entdo provado que

(Vae R)(Ir e RY) : B(a,r) C I,
ou seja, que I é um aberto.
Exercicio n931/1| (métrica p-adica)

O conjunto em questdo ndo é nem aberto nem fechado em Q) relati-
vamente a métrica p-adica. Para ver que ndo é aberto, observe-se que
se ¢ > 0, entdo a bola B(0, ¢) ndo esta contida em [—1,1] N Q; de facto,
sen € N for tal que p™™ < ¢, entdo p™ € B(0,e) mas p™ & [—1,11 N Q.
Para ver que [—1,1] N Q néo é fechado em () sera demonstrado que
nenhuma bola aberta B(r,¢) com r € Q e ¢ > 0 esta contida no com-
plementar de [—1,1] N Q. Sejam k,a,b € Z tais que r = pk% e que
(a,p) = (b,p) = 1. Se se tomar n € N tal que p ™ * < ¢, entdo

T— rg% € B(r, ¢); basta entédo escolher n tal que ‘r — r;in[—] < 1 para

que se tenha r—rg% e[-1,11NQ.
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Exercicio n%35

Por hipétese, b € B(a, ), ou seja, d(a,b) < r. Basta entao provar
que B(a,r) C B(b, r); por simetria, a incluséo oposta ficara também de-
monstrada. Seja entdo c € B(a,r); pretende-se mostrar que c € B(b, 1),
ou seja, mostrar que d(c,b) < r. Mas d(c,b) < max{d(c,a),d(a,b)} < r
pois d(c,a) <red(a,b) <.

2. Seja c € B(a,r); pretende-se demonstrar que ¢ € B(b,s). Seja
x € B(a,r) N B(b,s). Tem-se:

d(c,b) < max{d(c,x), d(x, b)} < max{d(c, a), d(a,x), d(x, b)}.

Mas d(c,a) < r < s, d(a,x) <t < sed(x,b) <s; deduz-se entdo que
d(c,b) <s.

BL Sejam a € E e r €]0,+ool; pretende-se demonstrar que B(a, )
é um fechado de E, ou seja, que o conjunto {x € E|d(x,a) > r} é um
aberto. Seja entdo x € E tal que d(x,a) > r. A bola B(x,r) néo in-
tersecta B(a,r) pois se a interseccdo nao fosse vazia deduzir-se-ia da
alinea anterior que B(a,r) = B(x, 1), o que é absurdo porque x ¢ B(a,r).

Pretende-se agora demonstrar que B’(a,r) é um aberto. Seja x €
B’(a,r); vai-se mostrar que B(x,r) C B’(a,r). De facto, se y € B(x,1),
entao d(y, a) < max{d(y,x),d(x,a)} < .

Exercicio n941| (relativamente ao exercicio [32)

Observe-se que a topologia induzida pela métrica d., € mais fina do
que a topologia induzida pela métrica d;. De facto, a funcédo identidade
de (C([0,1]),ds) em (C([0, 1]),d;) é continua, porque se f,g € C([0,1]),
entao:

1 1

If — gl gJ sup |[f — g| = sup|f — g| = dwo(f, g).
0

d](ﬁQ)ZJ

0

Logo, qualquer aberto (respectivamente fechado) de (C([0, 1]),d;) é um
aberto (resp. fechado) de (C([0, 1]), ds ). Deduz-se que se A C C([0, 1]),
entdo a aderéncia de A relativamente a d,, esta contida na aderéncia
de A relativamente a d; e o interior de A relativamente a d., contém

o interior de A relativamente a d;.
Seja A = {f € C([0,1]) | f(0) =0}. Foi visto, no exercicio (18, que

a funcéao
c(o,1) — R

f o~ £(0) (4)
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é continua relativamente a métrica d..; logo, o conjunto A é fechado
(relativamente a métrica d.,), pois é a imagem reciproca de {0} pela
funcao (4) e, portanto, é igual a sua aderéncia.

A aderéncia de A relativamente a d; é o espaco C([0, 1]). De facto,
sejam f € C([0,1]) e ¢ > 0; quer-se mostrar que existe g € B(f, ¢) tal
que g(0) = 0. Seja ¢’ €]0,1] e seja

g: [0,1] — R
N f(e')x/e! sex<z¢e’
f(x) caso contrario;

vejam-se os graficos de f (a cheio) e de g (a tracejado) nalfigura 2| Entéo

Figura 2

tem-se:

1

d1(f>9)=L If — gl

sendo M o maximo de [f|. Basta entao escolher ¢’ < ¢/(2M).

O interior de A relativamente a d., é vazio. De facto, se f € C([0, 1])
é tal que f(0) = 0 e se ¢ > 0, entédo a funcéo g € C([0, 1]) definida por
g(x) = f(x)+¢/2 estd na bola B(f, ¢), mas ¢g(0) # 0. Deduz-se das obser-
vacoes feitas no inicio da resolucido que o interior de A relativamente
a d; também é vazio.
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2. Seja A ={fee(0,1])](Vte[0,1]):[f(t) < T}. O conjunto A é,
relativamente a métrica d.,, a bola B (O 1), sendo 0 a fungao nula. Logo,
é aberto e, portanto, igual ao seu interior. Relativamente & métrica d;,
o conjunto A tem o interior vazio. Para o demonstrar, tome-se f tal que
(Vt € [0,1]) : [f(t)] < T e tome-se ¢ > 0. Considere-se a funcao:

h: [0,1] — R
N 2—4x/e sex <2
0 caso contrario.

Entao d;(f,f + h) = ¢/2 < ¢ pelo que f + h € B(f,¢), mas (f + h)(0) =
f(0)+2>1, peloque f+h & A.

Sejam A’ a aderéncia de A relativamente a métrica d,; e A* a ade-
réncia relativamente a métrica d.,. Sabe-se que

A* C{feC(o,1]) ] (vtel[0,1]):[f(t) < T},

pois este ultimo conjunto €, relativamente & métrica d.., a bola B/(0, 1)
e, portanto, um fechado. De facto, este conjunto é igual a A*, pois se
(Vt € [0,1]) : [f(t)] < 1 esee>0,entao afuncao

g: [0,1] — R
. {f(x)m—e/z) see <1

0 caso contrario.

pertence a A e d(f, g) < €. Deduz-se entao das observacoes feitas no
inicio da resolucéo que {f € C([0,1]) | (Vt € [0,1]) : [f(t)| < 1} C A’. Fi-
nalmente, vai-se demonstrar que esta inclusio é uma igualdade. Seja
feC(o,TH\{f e C([o,1]) | (Vt € [0,1]) : [f(t)] < 1}; pretende-se mostrar
que f ¢ A’. Existe algum t € [0, 1] tal que f(t) > 1 ou que f(t) < —1.
Vamos supor que estamos no primeiro caso; o outro caso é analogo.
Seja 1
T = J max{f(t), 1} —1dt

0
eseja g € B(f, r); pretende-se mostrar que g ¢ A. De facto, se se tivesse
g € A, entdo, em particular, ter-se-ia g(t) < 1 para qualquer t € [0, 1].
Logo, para cada t € [0, 1] ter-se-ia:

— se f(t) > 1, [f(t) — g(t)] = f(t) — g(t) = f(t) — 1 = max{f(t), 1} - T;

~ se f(t) < 1, max{f(t),1} — 1 =0 < [f(t) — g(t)].
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Em ambos os casos tem-se entdo max{f(t), 1} — 1 < [f(t) — g(t)|, pelo

que:

1 1

di(f,g) = L If—gl> L max{f(t),1}—1dt=r

o que é absurdo pois, por hipétese, g € B(f, ).
@. Seja A ={f € C([0,1]) | fé f = 0}. Relativamente a4 métrica d;, A
é fechado e, portanto, idéntico a sua aderéncia. De facto, se f € AC,

entdo a bola B (f, ! fg, fl) nio intersecta A, pois se d; (f, g) < )fé f

1 1 1
ngj(g—fHJ f; (5)
0 0 0

j;(g—f)‘<£|g—fr<£f.

Visto que a relacéo (5) exprime f; g como a soma de dois nimeros com
valores absolutos distintos, este nimero nédo pode ser igual a 0. De-
duz-se das observacoes feitas no inicio da resolucdo que A é fechado
relativamente a métrica d,, e que, portanto, também neste caso é igual
a sua aderéncia.

O interior de A relativamente a métrica d., é vazio. Para ver isso,
basta observar que se f € A e ¢ > 0 e se se definir g € B(f,¢) por
g(x) = f(x) + ¢/2, entao f; g = ¢/2, pelo que g ¢ A. Pelas observacoes
feitas no inicio da resolucéo, sabe-se que o interior de A relativamente
a métrica d; também é vazio.

, entao

mas

Exercicio n%42

Cada conjunto M (I) é fechado por ser a interseccao de todos os con-
juntos da forma

{fec(o,1)[fly)—flx) >0} (6)
ou da forma

{fec(o,1])[fly) —f(x) <0} (7)
com x,y € [ e x < y. Cada conjunto do tipo (6) (respectivamente (7))
é fechado por ser a imagem reciproca de [0, +oo[ (resp. ] — oo, 0]) pela

func¢éo continua F, : C([0,1]) — R definida por F, ,(f) = f(y) — f(x).
O interior de M(I) é vazio, pois se f € C([0, 1]) for crescente em I e
se ¢ € RY, entdo, dado a € I, seja € R* tal que

(Vx €[0,1]):[x —a| < d = If(x) —f(a)| < e.
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Seja g € C([0,1]) uma funcdo que se anula fora de Ja — 5, a + 3|, que
toma o valor ¢ em a e que s6 toma valores entre 0 e ¢ nos restantes
pontos do dominio. Seja h = f — g (vejam-se, na figura [figura 3| os
graficos das restricoes a [ de f e de h). Entao h|; ndo é mondétona, pois
néao é crescente (h(a—5) = f(a—08) > f(a)—e = h(a)), nem decrescente
(h(a) < f(a) < f(a+98) = h(a+9d)), mas d,(f,h) = ¢, pelo que f nédo
pertence ao interior de M(I).

h(a+9)

h(a— %)
h(a)

Figura 3

Analogamente, se f € C([0, 1]) for decrescente, entao f nao pertence
ao interior de M(I).

Exercicio n48

Seja a € E; e seja (a,)necn UmMa sucessio que converge para a; quer-
-se prover que a sucessao (f(a,))nen) converge para f(a). Por hipétese,
esta sucessdo converge para algum b € E,. Considere-se a sucessao
a;,a,as, a,as,a,..., que converge para a. Logo, a sucessao das suas
imagens pela funcéo f converge. Como a sub-sucessao dos termos de
ordem par das imagens converge para f(a) e a dos termos de ordem
impar converge para b, f(a) = b.

Exercicio n¥49

Seja (xn, f(xn))nenw uma sucessao de pontos do grafico e suponha-
-se que converge para (x,y) € R?; vai-se mostrar que (x,y) também
pertence ao grafico, i. e. que y = f(x). Tem-se x = lim,, ¢y x,, € resulta
entdo da continuidade de f que f(x) = lim, ¢ f(xn) = y.
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2. Sim. Considere-se, por exemplo a funcéo

R — R
N {Vx caso x #= 0

0 caso x = 0,

cujo grafico estd representado na

Figura 4

Exercicio n%55|

Seja (an)nen uma sucessao de Cauchy de um espaco métrico dis-
creto (E, d). Entao existe algum p € N tal que, para cada m,n € NN,

mn=>p=— dlam,a,) <1T.

Mas afirmar que d(a,,,a,) < 1 é 0o mesmo que afirmar que a,, = a,.
Posto de outro modo, se n > p, a,, = a,,. Logo, lim,cn an = a,.

Exercicio n%58

Se m,n € N, entédo d;(f,,,f) € a area da regiao a sombreado
da Aquela regifo é formada por dois tridngulos congruentes,
pelo que a sua area é igual ao dobro da do triangulo de baixo. Este
altimo tem por base o segmento que une (1/2—1/2n,0) a (1/2—1/2m,0),
cujo comprimento é |1/2n — 1/2m|, e a altura é 1/2. Logo, a area da regiao
a sombreado € |T/n — 1/m|/4.

Entao, dado ¢ € R, se p € N for tal que '/p < 4¢, tem-se, sempre
m,n € N forem tais que m,n > p:

‘l_L’ <#<#<e sem>n
di(fom, fn) =""—"<(=0<c¢ sem=n

4

1 1
<E<R<£ sem < n,
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/2 1

Figura 5

pelo que a sucesséao (f,,)nen € de Cauchy.

2l Vai-se provar, por reducéo ao absurdo, que a sucessédo da ali-
nea anterior ndo converge. Suponha-se entao que a sucesséo (f)nen
converge para uma funcéao f € C([0, 1]).

Primeiro método: Vai-se provar que caso a sucessiao da alinea an-
terior convergisse para uma funcao f € C([0, 1]), entéo tinha-se neces-

sariamente
flx) = {O sex < 1/2

1 sex>1/.

Como nao ha nenhuma funcéao continua de [0, 1] em R nestas condicédes,
isto prova que (f,,)nen NA0 converge.

Sejaa € [0,1/2[esejae € R'. Sen € NN for suficientemente grande,
entao d;(f,f,) <eel/2—1/2n > a. Logo, para um tal n tem-se:

[
0

a
< | M

JO
ra

= | |f—f.|(pois f, anula-se em [0, a])

JO

rl

JOo
= d;(f, fn)
< E.

Como se tem |[ f| < ¢ para cada a € [0,1/2[ e para cada ¢ € R*, a
funcao
0,72 — R
a ~ fgf
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é a funcéo nula, pelo que a sua derivada também se anula. Mas a
derivada é a restricao a [0, 1/2[ de f.

Analogamente, a funcédo f — 1 anula-se em |'/2, 1], ou seja f(x) = 1
sempre que x > 1/2.

Segundo método: Seja R_: C([0,1]) — €C([0, 1/2]) a funcao definida
por R_(f) = flj0,1,,); analogamente, seja R, : C([0,1]) — C(['/2,1]) a
funcéao definida por R, (f) = f|1/,,17. Cada uma destas funcdes é conti-
nua pois, se g,h € C([0,1]),

1

rg—h|<J g—hl = di (g, h)
0

1/2
di(R-(g),R-(h) = |

e, pelo mesmo argumento, d; (R, (g),R.(h)) < d;(g, h); logo, basta to-
mar & = ¢ na definicdo de continuidade. Entéo, pela proposicao|(1.4.5]

R_(f) =R_ (lim fn) = lim R_(f,,).
nelN nelN

Mas (Vn € IN) : d;(R_(f,),0) = #, pelo que R_(f) = 0. Pelo mesmo
argumento, R, (f) = 1. Isto é absurdo, pois f(!/2) ndo pode ser simul-
taneamente O e 1.

Bl Primeira resolucéo: Seja (fi)nen uma sucessdo de Cauchy em
(C([0,1]), dw ); quer-se provar que converge. Visto que, por hipétese, se
tem

(Ve e R} )(Fp e N)(Vmyn e N): myn > p = sup|fm — ful <,
entdo, para cada x € [0, 1] tem-se
(Vee RY)(Fp e N)(Vmyne N):myn > p = [fin(x) — fr(x)| <,

ou seja, a sucessdo (f,,(x))nen € uma sucessdo de Cauchy de niimeros
reais. Logo, converge para algum f(x) € R. Falta ver que f € C([0, 1])
e que lim, ¢ f, =f.
Sejam a € [0,1] e ¢ € R* ; quer-se mostrar que existe algum 6 € R*
tal que
(Vx €[0,1]):[x —a| < d = If(x) —f(a)| < e.
Seja p € N tal que
€

(VmyneN):mn>p = sup|f,—ful < 7

Entao

(vx € 10,1]) : [f(x) — fp (x)] = lim [fin (x) — 3, ()] < (8)

N o
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Como f,, é continua, existe b € R’ tal que
(¥x € [0,1]) : [x — a] < & = [f,(x) — fp(a)] < 281

Logo, se x € [0, 1] for tal que [x — a| < J, entéo
[f(x) = fla)l < If(x) — fp(X)[+ Ifp(x) — fp(a)l + [fp(a) — f(a)l
3
T3

Finalmente, o argumento usando para demonstrar (8) pode ser usa-
do para mostrar que, mais geralmente,

("ne N)(Vx € [0,1]) :n > p = [f(x) = fu(x)| < 5 <,

(ST

ou seja, que

(MmeN):n>p= d(f,fn) <e.
Isto é afirmar que (f,,),ecn converge para f.
Segunda resolucédo: O espaco métrico (C([0,1]),d,) é um sub-espaco
de (F.([0,1]), ds), que é um espaco métrico completo (exemplo [1.5.4).
Logo, para mostrar que (C([0, 1]),d.) é completo basta, pela proposi-
cio que se mostre que C([0,1]) é um fechado de (F,([0, 1]), du)-
Mas isso foi visto no exemplo (1.3.11. Para além do método empre-
gue neste exemplo, também é possivel demonstrar directamente que
C([0,1]) é um fechado de (F,([0,1]),dw), i. €. que o seu complementar
é um aberto de (F([0,1]),ds). Para tal, seja f € ([0, 1]) uma funcéo
descontinua. Entéo f é descontinua em algum a € [0, 1], pelo que, para
algum e € R*,

(V6 € R%)(3x € [0,1]) : [x — a] < 8 Alf(x) — f(a)] > e.

Seja g € B(f,¢/3). Se b € R*, seja x € [0,1] tal que [x —a| < 6 e que
If(x) — f(a)| > . Entao, se se tivesse |g(x) — g(a)| < ¢/3, tinha-se

If(x) — fla)l < [f(x) — g(x)| +Ig(x) — g(a)l +[g(a) — f(a)]

L€
3 3 3
:8’

o que nao se verifica. Logo, g também é descontinua em a. Esta entéo
provado que se f € €([0, 1])¢, entdo existe alguma bola aberta centrada
em f contida em C([0, 1])8.
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Exercicio n%61]

Basta aplicar o teorema do ponto fixo de Banach a funcao
E — E
x ~  F(i,x)
para cada i€ I.
2. Seja i € I; quer-se mostrar que a funcéo
I — E
1o~ b
é continua. Se j € I tem-se:

de (b, ;) = de(F(i, d1), F(j, b;))
E(F( ¢1)>F(j>¢i)) + dE(F(]) ¢1)>F(]>¢)))
E

d
d ( ( ¢1)>F(j>¢i))+KdE(¢i>¢j)a

NN
—r1

pelo que

de (b1, d;) < T KdE(F(i» $1), F(G, di)). 9)
Seja ¢ > 0. Como F é continua em (i, ¢;), existe 6 > 0 tal que

deE(( (b ) ()>¢k)) <o6= dE(F(la d)i))F(j)d)k)) < (1 —K)&.
Logo, se di(i,j) < 6, tem-se di«e((i,di), (j, di)) < & e entao

dE(F(i) ¢i)>F(j3 q)l)) < (1 - K)E-
Deduz-se entéo de (9) que de (¢s, d;) < €.

Exercicio n%66

1} Se néo existesse nenhuma funcéo nas condi¢des do enunciado,
entdo tinha-se C([0, 1]) = |J,,cy M(I). Mas como, relativamente & mé-
trica do supremo, cada M(I,,) é um fechado com interior vazio e como
(€([0,1], ds) € completo (terceira alinea do exercicio[58), a reuniéo dos
conjuntos M(I,,) (n € IN) tem interior vazio, pela versdao do teorema
de Baire enunciada na pagina [40 em particular, ndo pode ser igual a
e(lo, 10).

2. Seja f € €([0,1]) uma fun¢éo que néo pertenca a nenhum con-
junto da forma M(I,) (n € IN). Entéo f esta nas condi¢ées do enunci-
ado: se I for um intervalo de [0, 1] com mais do que um ponto, entao
I O I,, para algum n € IN. Mas f ndo é monétona em I,,, pelo que nao
é mono6tona em 1.
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Capitulo 2|
Exercicio n%4

Pela defini¢dao de 7 sabe-se que (), R € T; falta entdo ver que T é
estavel para a reunido e para a interseccéo finita.

Seja (Ai)ic: uma familia de elementos de T e seja A = |J;; As;
pretende-se mostrar que A € 7. Se algum A; for igual a R, entéo
A = R € T; pode-se pois supor que todos os A; sado diferentes de R.
Também se pode supor que todos os A; sdo diferentes de (), pois caso
contrario tem-se duas possibilidades.

— Qualquer A; é vazio; entdo A =) € 7.

— Existe algum i € Ital que A; # 0; sejal’ = {iecI|A;#0} E
entdo claro que A = J;c/ As.

Esta-se entdo a supor que cada A; é da forma | — co, a;[. Mas é entéo
claro que A =]—oco,sup{a; |iel}feT.

Sejam agora A;,A, € T; pretende-se mostrar que A; N A; € 7.
Mais uma vez, pode-se (e vai-se) supor que cada A; (i € {1,2}) é da
forma ] — oo, a;|. E entdo claro que A; NA; =] — oo,min{a, a,}[€ 7.

Nota: Pelo mesmo motivo atras apresentado, dado um conjunto X e
um conjunto T C P(X) tal que ), R € T, se se pretender demonstrar que
T é estavel para a reunifo e para a intersecgao finita, pode-se sempre
supor que se estd a trabalhar com elementos de T distintos de () e de
X.

2. Se (E,d) é um espaco métrico e x,y € E, ha abertos que contém x
mas nao contém y; basta considerar, por exemplo, B(x, d(x,y)). Logo,
se a topologia T fosse metrizavel, entdo dados x,y € R haveria algum
A€ Ttalquex € Aey ¢ A. Mas isto é falso: tome-se x =1ey = 0.
E claro, pela definicéo de T, que qualquer elemento de T que contém x
também contém y.

Bl Suponha-se, por reducéo ao absurdo, que a topologia T é pseudo-
-metrizavel; existe entdo uma pseudo-métrica p: R x R — R tal que
os abertos correspondentes sdo os elementos de T. Sabe-se, pela alinea
anterior, que p ndo pode ser uma métrica, ou seja, que existem x,y € R
tais que x # y e p(x,y) = 0. Entao qualquer aberto A que contenha
x contém y e reciprocamente. De facto, se x € A, entao existe algum
¢ > 0 tal que B(x,e) C A. Masy € B(x,¢), pelo quey € A. Isto é
absurdo, pois se x <y, o aberto ] — oo, y[ contém x mas nédo contém y e
se Yy < x, entdo o aberto ] — oo, x[ contém y mas néo contém x.
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Exercicio n%6

Vai-se resolver o problema desta alinea recorrendo ao exerci-
cio 5. Quer-se entdo provar que ¥ = {V(I) | I C C[xq,...,Xx.] } contém
o conjunto vazio, contém C™ e é estavel para reunides finitas e para
interseccoes arbitrarias.

Tem-se ) € F porque ) = V({1}). Analogamente, C" € F porque
C™ = V({0}) (e também é igual a V(0)).

Se (Ij)ier for uma familia de partes de C[xy, ..., x,] entdo, para cada
w € C™, tem-se

weﬂv = (Hel:we V()

— VjeD)(VPeI):P(w)=0

— <VP € UIJ-> :P(w) =0,
jel

pelo que (;; V(L;) =V (Uja I;).

Finalmente se I;,15,...,I, € C™[xy,...,xn], seja I = I;.I;...1;
posto de outro modo, I é o conjunto dos polinémios P € C™[xq,...,Xn]
que sdo da forma [],_; Py, com, para cada k € {1,2,...,n}, P, € L.

Entao, se w € C™,

we [ JV(I) <= 3k e{1,2,...,n}) :w e V(Iy)
k=1 — (Fke{1,2,...,n})(VP € I): P(w) =0 (10)
— (VP €1):P(w ):0.

Esta dltima implicacdo é uma equivaléncia, pois se nao se tiver (10),
entdo, para cada k € {1, 2,...,n}, existe algum Py € Iy tal que Py (w) #
0, de onde resulta que P;.P,...P, (€ I) ndo se anula em w. Esta entéao
provado que |J,_; V(Ix) = V().

2. A afirmacdo que se pretende demonstrar equivale a esta: os
conjuntos da forma V(I) (I C C[x]) sdo C e as partes finitas de C.

Se I C C[x] entdao I C {0} ou I contém algum P(x) € C[x] ndo nulo.
No primeiro caso, V(I) = C e, no segundo, V(I) C {zeros de P(x)}. Este
altimo conjunto é finito, pelo que V(I) também é finito.

Reciprocamente, seja F C C um conjunto que seja igual a C ou
que seja finito. No primeiro caso, F = V({0}) e, no segundo, se F =
{z1,...,zn}, entdo F =V ({[[1_;(z — z)}).
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Bl Se F é um fechado de (C™, T) entéo, para algum I C Clx1,...,xn],

F=V(I) = [ {zeros de P} = (] P~ ({0}).

Pel Pel

Isto exprime F como uma interseccao de fechados de C™ relativamente
a topologia usual (pois as funcbes polinomiais de C™ em C séo conti-
nuas para a topologia usual), pelo que F é um fechado de C™ relativa-
mente a topologia usual.

Exercicio n%8

Seja T a topologia gerada por B. Visto que T é uma topologia, sabe-
-se que (), R € T e, por outro lado, B C T. No entanto, {#, R} U B nio é
uma topologia; de facto, se a € R, entao

] —oo,al= | J]—o00,a—1/n],

nelN

ou seja, | — oo, al, que ndo é um elemento de B U {(), R}, é reunido de
elementos de B U {), R}. Deduz-se que os conjuntos da forma ] — co, a[
pertencem a TJ. Verifica-se facilmente que

BU{D,R}U{] —o0,a[|lae R}

é uma topologia. Trata-se entdo necessariamente da topologia gerada
por B.

Exercicio n415|

Seja’V ={V,, | n € N}um conjunto numeravel de vizinhancas de
um ponto a de R; vai-se mostrar que nao é um sistema fundamental
de vizinhancas, i. e. vai-se mostrar que existe alguma vizinhanca de a
que nao contém nenhum elemento de V. Por definicdo de vizinhanca,
cada V,, € V contém algum aberto A, do qual a é um elemento. Em
particular, A,, # (), pelo que o conjunto R \ A,, é finito e, por maioria
de razdo, R \ V, é finito. Logo, o conjunto (J, . (R\ V) é finito ou
numeravel; em particular, ndo é igual a R \ {a}. Mas

U BRAVa) #R\{a} <= R\ [ Va #R\{a}

nelN neN

= () Va #{ak

nelN
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Existe entdo algum x € R tal que x # a e que pertence a todos os
elementos de V. O conjunto R \ {x} é entdo uma vizinhanca de a que
nao contém nenhum elemento de V.

2. Se (R,T) fosse metrizavel, entéo seria 1-numeravel, pela propo-
si¢ao [2.2.3

Exercicio n917

Nas cinco primeiras alineas, apenas serdo demonstrados os resul-
tados referentes a topologia T.; as demonstracgoes sdo analogas no caso
da topologia 7.

Seja a € R e seja

Ve={VCR]|(Ib€]—o0,al):]b,a] C V}.

Vejamos que estes conjuntos satisfazem as condicoes do teorema[2.2.1
Isto é trivial para as trés primeiras condi¢ées. Quanto a quarta, basta
tomar W =]b, a] para algum b €] — oo, a[ tal que ]b,a] € V. Entéo,
para cadaw € W, ]b,a] € V,,, visto que ]b,w] C W.

2l Pelo que foi visto na alinea anterior e pelo teorema tem-se

TJe={ACR|(VaeA):AecV.}
={ACR]|(Vae A)(Tb €] —o0,al) :]b,a] C A}.

Logo, os intervalos da forma ]b, a] pertencem a 7.

Bl Seja A € 7. Entao para cada a € A existe algum ¢ > 0 tal
que Ja — ¢,a + ¢[C A. Em particular, Ja — ¢,a] C A e, portanto, A é
vizinhanca de a relativamente a topologia T.. Como A é vizinhanca
de todos os seus pontos, A € T..

4. O conjunto ] — oo, 0] é aberto e fechado para a topologia T.. Que
é aberto resulta do facto de que, para cada a €] — 00,0], Ja — 1,a] C
] — 00,0]. Que é fechado resulta do facto de que, para cada a €]0, +ool,
10, a] CJO, +ool.

Bl Considere-se

f: R — R

0 sex<O0
X W Pl .
1 caso contrario.

Esta funcéo é descontinua como funcdo de (R,7) em (R, 7). Para ver
que é continua se entendida como funcao de (R,7.) em (R, T), basta
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ver que é continua em cada x € R. Se V for uma vizinhanca de f(x),
entdo f~'(V) s6 pode ser igual a ] — 00, 0], a]0, +oo[ ou a R. Todos estes
conjuntos sdo elementos de 7., pelo que f é continua.

O exemplo anterior também serve neste caso.

Basta tomar f(x) = —x. O conjunto ]0, 1] pertence a 7., mas
£f=1(10,1]) = [-1,0[ e este conjunto ndo pertence a J., pois néo é vizi-
nhanca de —1.

A topologia mais fina contida simultaneamente em T, e em T,
é a topologia usual J. Por um lado, ja foi visto que tanto 7. quanto
T4 contém 7. Por outro lado, se A € T. N T4, entdo, para cada a € A,
existe b < a tal que ]b,a] € A (pois A € T,.) e existe ¢ > a tal que
[a,c[C A (pois A € Ty); logo, |b,c[C A, pelo que A é vizinhanca de a
relativamente a topologia 7. Como A é vizinhanca de todos os seus
pontos, A € 7.

A topologia menos fina que contém T, e T4 é a topologia discreta,
ou seja, P(R). De facto, seja 7’ uma topologia mais fina do que T, e do
que T4 e seja a € R. Visto que {a} =Ja—1,a] N[a,a+ 1, {a} € T'. Se
A C R, entdo A = |J,.a{a} € T'. Logo, T’ = P(X).

Exercicio n%20

Suponha-se que f é continua em b € R; pretende-se demonstrar
que f é semi-continua superiormente e inferiormente em b. Afirmar
que f é semi-continua superiormente em b significa que se V for uma
vizinhanca de f(b) (relativamente a topologia do exercicio [4), entéo
f~1(V) é uma vizinhanca de b. Visto que V(C R) é uma vizinhanca de
f(b) sse V contém algum intervalo da forma | — oo, a[ com a > f(b), en-
tdo para mostrar que f é semi-continua superiormente em b bastara
mostrar que f~'(] — oo, a[) é uma vizinhanca de b quando a > f(b).
Mas isto € 6bvio, pois f é continua e ] — oo, a[ é um aberto para a topo-
logia usual de R. Mostra-se de maneira analoga que f é semi-continua
inferiormente.

Suponha-se agora que f é semi-continua superiormente e inferior-
mente em b € R. Quer-se mostrar que f é continua em b, ou seja,
quer-se mostrar que, para cada vizinhanca V de f(b), f~'(V) é uma
vizinhanca de b. Se V for uma vizinhanca de f(b), existe algum ¢ > 0
tal que V D]f(b) — ¢, f(b) + ¢[. Entédo tem-se:

71 (V) D £ (If(b) — ¢, f(b) + €l)
(] — o0, f(b) + e[NIf(b) — €, +00])
(] = oo, f(b

=f
=f" ,f(0) 4+ €l) N (If(b) — &, +-00l).
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Este conjunto é um aberto, pois € a interseccéo de dois abertos, e con-
tém b. Logo, é uma vizinhanca de b, pelo que f~'(V) também o é.

2. Suponha-se que xa é uma func¢éo semi-continua superiormente.
Entao, em particular, x;‘ (] — 00, 1[) é um aberto de R. Mas

Xa' (1 =00, 1[= A€,

pelo que A é fechado.
Suponha-se agora que A é fechado. Pretende-se mostrar que, para
cada a € R, o conjunto x, ' (] — 0o, a[) é um aberto de R. Mas tem-se:

R sea>1
x;1(]—oo,a[): A€ se0<a<]1
0 sea<0

e os conjuntos R, A€ e () sdo abertos de RR.
Bl Tem-se:

f semi-continua superiormente <—

< (Va e R): f (] — o0, al) é um aberto

< (VaeR): (—f)""(] — a,+oo[) é um aberto
<= (Ya € R): (—f)"'(Ja,+oo[) é um aberto
<= —f semi-continua inferiormente.

4. Suponha-se que, para cada A € A, f) é semi-continua superior-
mente; pretende-se demonstrar que inf,c fa é semi-continua superi-
ormente, ou seja, que, para cada a € R, (infyca fo) 7' (] — oo, a[) é um
aberto de R. Observe-se que, para cada x € R:

—1
X € (inf fA) (] — 00, al) < inf f)(x) < a
AEA AEA
<~ (A e A):filx)<a
e, portanto, que se tem:
-1
(1n£62) 0-ooral = J 10~ oova

AEA
AEA

Este conjunto é claramente um aberto.
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Exercicio n924
Seja x € M. Tem-se entdo f(x) R x (por[ii.), mas

f(x) R x = g(f(x)) R g(x) (por fiii)
= P(x) R g(x)
= g(¥(x)) R g(g(x)) (porfiii.)

< g(h(x)) R g(x) (porfi)

— f(g(W(x))) R F(g(x)) (por[iiD)

< (Po)(x) R(x). (11)

Por outro lado, tem-se x R g(x) (por fii.), mas

Como isto acontece para cada x € M entdo, em particular, tem-se

flg(x)) R (f(g(x)))(«= b(x) R (b op)(x)) (12)

para cada x € M. Entao, uma vez que R é anti-simétrica, deduz-se
de e de que Y = P o). Mostra-se de maneira analoga que
o=9poq.

Se X é um espaco topoldgico, entdo sejam M = P(X), R a relacéo
«incluséo» e f e g as funcdes de M em M definidas por f(A) = A e por
g(A) = A. Entéo R, f e g satisfazem as condicdes da primeira parte do
exercicio.

Exercicio n928

Se A C B, entdo «(B) = x(AU(B\A)) = x(A)Ux(B\ A) D «(B).

2l Se A C BeB € 7, entéo, pela primeira alinea e pela definicdo
de F, x(A) C «(B) = B. Esta entao provado que, para qualquer B € F
que contenha A, «(A) C B. Como x(A) € F (pois x(x(A)) = x(A)) e
como x(A) D A, isto prova que x(A) é o menor elemento de F (relati-
vamente a incluséo) que contém A.

Bl Basta ver que J satisfaz as condicdes do exercicio [5| Visto que
por hipétese, (@) = 0, é claro que ) € F. Como X C «(X) C X, tem-
-se que «(X) = X e, portanto, X € F. Se (A;)jc; for uma familia de
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elementos de J, entdo, para cada i € ], (). A; C Ay, pelo que

€]

x (ﬂ A]> C O((Ai) =A;.

je]

Como isto tem lugar para cada i € J,

(X(mA]) C mA] (13)
S IS
e entdo, como a inclusdo inversa tem sempre lugar, a incluséao (13) é,

de facto, uma igualdade, ou seja, ﬂje jAj € ¥. Finalmente, resulta da
ultima condicédo do enunciado que sen € N e se Aq,...,A, € X, entdo

x(ATU---UAL) = (A7) U---Uax(An).

Resulta desta igualdade que se Aq,...,A,, € F, entdo U}; A; e T.

@ Se A C X ent#o, pela proposicéo [1.3.1, A é o menor elemento
de F que contém A. Pela segunda alinea, o menor elemento de F que
contém A é x(A).

Exercicio n%34

Se f fosse um homeomorfismo, entdo, em particular, se V fosse
uma vizinhanca de 0, f(V) seria uma vizinhanca de f(0) = (0,0). Con-
sidera-se a vizinhanca ] — 1,1[ de 0. Se x €] — 1, 1[\{0}, entdo zij é
negativo e XZZL tem o mesmo sinal que x, pelo que f(x) esta no quarto
quadrante (se x > 0) ou no segundo (se x < 0). Por outro lado, tem-se

lim f(x) = (0,0),

X—+00

pelo qualquer vizinhanca de (0,0) possui elementos da forma f(x) com

x > 1. Mas se x > 1, entdo f(x) pertence ao primeiro quadrante, pelo

que f(x) € f(] —1,1[); logo, f(] — 1, 1[) ndo é uma vizinhanca de (0,0).
2. A funcéo

¢: R — STA{(0, 1)}
N 2x  x?—1
A
x2 —1"x2 41
é um homeomorfismo cuja inversa é

s'\{(0,1)} — R

X
(x,y) ~ q
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Deduz-se entdo que se (u,v) € R? é tal que

2x 2x x2 —1
X2+ x2+1 x2+1

(w,v) = f(x) = (

para algum x € R\ {0}, entao (u,v/u) = @(x), pelo que

u u?

x= 1—v/u Tu—v

Isto mostra que a funcéo inversa de f|\ (0} € a funcao:

LA {(0,0)) — R\ {0}
uZ

(LL,\)) ~ :
u—v

Visto que esta funcdo é claramente continua, f|g\;0; € um homeomor-
fismo.

Bl Considere-se a fungéo:

h: R — R
x~ 1 sex#0
X >
0 se x =0.

E claro que h é descontinua relativamente a topologia usual. Seja
hy a funcéio f o h o f'; pretende-se mostrar que h; é continua. Se
(u,v) € L, entéo (u,v) = f(x) para algum x € R, pelo que se tem,
quando (u,v) # (0,0):
hi (u,v) = f(h(x))
= (/%)

S (1/x)2—1)
RO ANUSES

X ]_x2—1
X210 X241

= (u,—v).

A igualdade h{ (u,v) = (u,—v) é também valida quando (u,v) = (0,0).
Logo, h; é continua.
4. Considere-se a funcéo:

g R — R
x ~»  min{l,|x|}.
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Esta funcéo é claramente continua relativamente a topologia usual.
Afirmar que g é descontinua relativamente a topologia 7 é o mesmo
que afirmar que

gr=fogof 1L —1L

é descontinua relativamente a topologia usual em L. Calculos simples
mostram que:

(u,v) seu>0ev<0
Vu,v)el):gr(u,v) =< (—u,—v) seu<O0ev=0
(1,0) nos restantes casos.

Esta funcao é descontinua pois, por um lado, g (0,0) = (0,0) e, por
outro, lado qualquer vizinhanca de (0, 0) contém pontos da forma (u,v)
com u,v > 0, pontos estes que sdo enviados por g em (1,0).

Exercicio n%38

Se  fosse topologicamente completo, resultaria do teorema de Bai-
re que qualquer interseccéo de uma familia numeravel de abertos den-
sos de Q teria interseccdo densa. Mas a familia (Q \ {q})qcq é uma
familia numeravel de abertos densos de () com interseccéo vazia.

Exercicio n447
Considere-se a funcéao

f: R — R
X e X

T+ X

Pela definicdo de d tem-se que (Vx,y € R) : d(x,y) = [f(x) — f(y)|
pelo que, se I = f(R), f é uma bijeccdo de (R, d) em I (relativamente
a topologia usual em I). E claro que I C] — 1, 1], pois se x € R, entao

If(x)| = 12‘“)(‘ < 1. Por outro lado, sey €] — 1,1, entdoy = f (1—_%>
Isto mostra que I =] — 1, 1[ e que f é uma bijeccdo de R em ] — 1, 1[ cuja
inversa é
=1 ] -1,1 — R
X x
1T — x|

Esta entao visto que f € uma isometria de (R, d) em ]—1,1[. Como este
altimo espaco nao é completo, (R, d) também nao é completo.
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Para ver que a topologia induzida por d é a usual basta provar que
a funcéo id: R — (R, d) é um homeomorfismo se se considerar no do-
minio a topologia usual. Visto que f é um homeomorfismo de (R, d) em
1—1,1[, isto € o mesmo que provar que foid é um homeomorfismo de R
em ] — 1, 1[, ambos munidos da topologia usual. Mas isto é ébvio, pois f
é continua e f~' também.

Exercicio n¥49

A condicao @ do enunciado significa que, para cada ¢ € R?,
(Fp e N)(Vmymn e N): myn > p = d(xm,xn) <&, (14)
enquanto que a condicdo [(b)| significa que, para cada ¢ € R*,

m_ n
1+m 14+n

(36 e R )(YVmyn e IN) : ' ’ <0 = d(xm,xn) < e&. (15)

Logo, basta provar que, para cada ¢ € R*, as condicdes (14) e (15) sdo
equivalentes. Seja entdo ¢ € R¥. Convém observar que a sucessio
(nLH)nEIN é crescente e converge para 1.

Se se tiver (14), ou seja, se existir algum p € N tal que, para cada
mn e N, myn > p = d(xm,xn) < ¢, seja

. m n
6—1nf{‘mJrl _n+1‘ ’m;én/\(m<p\/n<p)}.

_n_

Como a sucessio (nle

)HEJN é crescente,

p p—1 1 20

Tp+l p prap

Se m,n € N forem tais que |5 — 5| < 5 entéo, pela defini¢ao de 5,
m=mnoum,n > p. Em qualquer dos casos, d(xm,x,) < €.
Se se tiver (15), ou seja, se existir algum 5 € R tal que, para cada

m,n € N, se |25 — | < §, entdo d(xm,xn) < ¢, seja p € N tal que

1-0< 55—1. Se m,n € N forem tais que m,n > p, entdo os nimeros

o e - estdo em [5%,1[ c]1 — 8,1 Logo, |:m5 — 5| < e,

portanto, d(xm,xn) < €.
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Exercicio n%53

Vai-se mostrar que o complementar do grafico de f, ou seja, o con-
junto A = { (x,y) € E? |y # f(x) } é um aberto de E?. Seja (x,y) € A;
vai-se mostrar que A é vizinhanca de (x,y). Resultara daqui que A é
aberto, pois é vizinhanca de todos os seus pontos.

Como (x,y) € A,y # f(x). Logo, como E é separado, existem abertos
Afix) € Ay de E tais que f(x) € Afy), Yy € Ay e Agx) NAy = 0. Seja
Ay = f 1(A¢(x)). Entdo x € A, e, como f é continua, A, é um aberto
de E, pelo que A, x A, é um aberto de EZ. Se (z,w) € A, x A, entdo
w # f(z), poisz € A, = f(z) € A¢(x) eentdo,comow € AyeAs)eA,
nao se intersectam, w # f(z), ou seja, (z,w) € A. Esta entédo provado
que A contém um aberto que contém (x,y), nomeadamente A, x A,,.

Exercicio n%64

Sejam
Y. ={(x,sen(1/x)) | x €]0,+o0l};
Y_ ={(x,sen(1/x)) | x €] — 00,0[};

Vai-se mostrar que Y, C Y,. De facto, seja (0,y) € Y,. Sabe-se que a
equacgdo sen(x) = y possui alguma solucéo x, e que todos os nimeros
reais da forma x, + 2n7mt (n € Z) séo solugdes da equacao. Seja k € Z
tal que n > k = xo + 2n7m > 0; entdo a sucessio

1 1
- 2 Y I
(xo + 2n7m’ sen(xo + Tm)>n>k (xo + Znﬂ’y>n>k

é uma sucessao de elementos de Y, que converge para (0,y), pelo que
(0,y) € Y,. Deduz-se entdo que Y. C Yo UY, C Y,, pelo que Yo U Y,
é conexo, pela proposicado Analogamente, pode-se mostrar que
YoUY_ é conexo, pelo que Y é a reuniao de dois conexos (nomeadamente,
Yo UY, e Yo UY_) cuja interseccéo néo é vazia, pelo que Y é conexo.

2. Nesta resolucéo, a inica topologia que se vai considerar em sub-
conjuntos de R ou de R? é a topologia usual.

Vai-se mostrar que Y., Yy e Y_ sdo componentes conexas por arcos
de Y. Que cada um é conexo por arcos é 6bvio, pois Y, é homeomorfo
ao intervalo [—1, 1], a funcéo

10, +oo[ — Y,
X ~ (x,sen(1/x))
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é um homeomorfismo de ]0, +oo[ em Y, e de maneira analoga, | — 0o, 0[
é homeomorfoa Y_.

Vai-se agora mostrar que néo existe nenhuma funcéo continua f de
[0,1] em Y tal que f(0) € Yy e f(1) € Y,.. Suponha-se, por reducio ao
absurdo, que uma tal funcdo f existe. Seja A = {t € [0,1] | f(t) € Yo}
e seja s = sup A; a definicao de s faz sentido pois A néo é vazio, visto
que 0 € A. E claro que s € [0,1] eques € A; mas entdo, visto que
f(A) C Yo, f(s) € f(A) C f(A) C Yy = Yo, pois Yo é fechado. Deduz-se
da definicdo de s que f(Js, 1]) N Yy = 0; de facto, f(]s, 1]) C Y., pois que
f(1) € Y, e f(]s,1]) é uma parte conexa de Y, UY_. Seja agora V uma
vizinhanca de f(s) que nfo contenha nenhum ponto de R? da forma
(x,1) (naturalmente, nao sera possivel encontrar uma tal vizinhanca
se f(s) = (0, 1), mas nesse caso bastara considerar uma vizinhanca de
f(s) que ndo contenha nenhum ponto de R? da forma (x, —1) e proceder
de maneira analoga). Visto que f é continua em s, existe algum inter-
valo aberto U tal que s € U C [0, 1] e tal que f(U) C V. Sejat €]s, 1]NU,;
entao f(t) = (x,sen(1/x)) para algum x €]0,+oo[. Sejay €]0, x[ tal que
sen(!/y) = 1. Sabe-se que (y,sen(1/y)) € V, pelo que f(U) contém pelo
menos um elemento de Y com primeira coordenada nula (por exemplo,
f(s)) e pelo menos um elemento de Y com primeira coordenada maior
do que y (por exemplo, f(t)), mas ndo contém nenhum elemento cuja
primeira coordenada seja igual a y. Logo f(ll) ndo é conexo, o que é
absurdo, pois U é conexo e f é continua.

Pode-se mostrar de maneira analoga que néo existe nenhuma fun-
cao continua f: [0,1] — Y tal que f(0) € Yy e f(1) € Y,. Finalmente,
se existisse alguma funcéo f: [0,1] — Y continua tal que f(0) € Y_ e
f(1) € Y., entédo, pelo teorema dos valores intermédios, existiria algum
to €]0, 1[ tal que a primeira coordenada de f(ty) seria nula, pelo que se
teria f(to) € Yo. Mas entéo a funcao

g: [0,1] — Y
t ~ f(to +t(1T —to))

seria continua e ter-se-ia g(0) = f(ty) € Yo e g(1) =f(1) € Y, 0 que é
absurdo, conforme ja foi visto.

Exercicio n973| (alineas [1}, 2}, 3} e[4})

Se A for um aberto de E, entdo A \ {co} é um aberto de E pois é
igual a A. Caso contrario, E\(A\{co}) = AL, que é compacto e, portanto,
uma vez que E é separado, é um fechado de E, pela proposicao |2.5.2
Logo, A \ {c0}) é um aberto de E.
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2l E claro que § € T (pois §# C E e é um aberto de E) e que E € T
(pois 0o € Ee E_ = (), que é um compacto).

Se (Aj)jer for uma familia de elementos de T, quer-se provar que
UjGI € 7. Caso oo ndo pertenca a nenhum A; (j € 1), entdo tem-se uma
familia de abertos de E e, portanto, a sua reunido é um aberto de E,
pelo que pertence a T. Caso contrario, sejai € [ tal que oo € A;. Entéo
00 € U). c1 Aj e, por outro lado, A? é um compacto de E. Mas entédo

(UA))G =(AS c AL

jel jel

Como oo ¢ AL, Nier AJ'-J = Nyex (AE \{cc}). Mas cada conjunto do tipo
A? \ {00} (j € 1) é um fechado de E, pois E \ (A? \ {oo}) = Aj\ {oo} e,
pela primeira alinea, A)D \ {0} é um aberto de E. Logo, (A? \ {oo})
é um fechado do compacto AiC e, portanto, é compacto, pela proposi-
cao m Esta entédo provado que o conjunto U).EI Aj contém oo e que
o seu complementar é compacto, pelo que pertence a 7.

Finalmente, seja (A;);jc; uma familia finita de elementos de T; quer-
-se mostrar que [);.; A;j € J. Se co pertencer a todos os A; (j € I), entéo
também pertence a interseccéo e

(ﬂAJ)G = JAT.

jel jel

Como cada AE (j € D) é compacto e I é finito, a reunido anterior é com-
pacta, pelo exercicio Logo, pertence a T. Caso oo néo pertencaa A;,
para algum i € I, ent@o co ndo pertence a interseccéo e

A =[(A;\ {oo)). (16)
jel jel
Pela primeira alinea, cada conjunto da forma A; \ {c0} (j € I) é um

aberto de E. Portanto, o membro da direita de é um aberto de E,
por I ser finito.

Bl Quer-se provar que, se A C E, entdo A é um aberto de E se e s6
se A = A*NE para algum A* € T. Caso A seja um aberto de E, basta
tomar A* = A. Reciprocamente, seja A* € 7. Entao A*NE = A \ {00}
e ja foi visto que A \ {co} € um aberto de E.

@. Primeira resolugdo: Seja (A;)jc; uma cobertura aberta de E;
quer-se mostrar que tem alguma sub-cobertura finita. Existe algum
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ip € I tal que co € A; e entdo A’ é compacto. Como A’ C E = User Ajs
(AYNA;)jcr 6 uma cobertura aberta de A%, Mas entéo, uma vez que A’
é compacto, existe uma parte finita F de I tal que A Ujer(A3 N A%)
e, portanto,

E=AUAT =AU A = A

jeF jeru{i}

Segunda resolucéo: Pode-se mostrar que E é compacto recorrendo a
proposicéao @ Seja entdo F uma familia de partes néo vazias de E
tal que a interseccdo de qualquer nimero finito de elementos de F
contenha algum elemento de F; quer-se mostrar que algum elemento
de E adere a todos os elementos de 7.

Comece-se por supor que existe algum sub-espaco compacto K de E
que contenha algum Fy € F. EntdosejaFx ={FNK|Fe F}. SeF € Fx
entdo F # (), pois F = F* N K, para algum F* €¢ F, FF N K D F* N F; e este
altimo conjunto néo é vazio, pois contém algum elemento de F. Por
outrolado, se F1, F2,...,F, € Fx (n € N), entdo, paracadaj € {1,...,n},
F; = Fy N K, para algum Fy € 5. Entéao

Fr=)(FnK) >[)F
! o

j=1 j=1

e este dltimo conjunto é uma parte de K que contém algum elemento
de F; logo, contém algum elemento de Fx. Sendo assim, visto que K é
compacto, a proposicéao garante que algum elemento de K adere
a todos os elementos de JFy; logo, adere a todos os elementos de .

Suponha-se agora que nenhum sub-espaco compacto de E contém
um elemento de F. Vai-se ver que, neste caso, co adere todos os ele-
mentos de F. Seja V uma vizinhanca de co. Entdo V contém algum
A € T tal que oo € A, pelo que AL é um sub-espaco compacto de E. Por
hipétese, A’ ndo contém nenhum elemento de 7, pelo que A intersecta
todos os elementos de F e, por maioria de razéo, V intersecta todos
os elementos de &, o que é o mesmo que dizer que oo adere a todos os
elementos de J.

Exercicio n%76/

Seja (x, )nen a sucessio de elementos de E definida na sugestao. Se
m,n € N e m # n, entdo tem-se, para cada k € N, que

1 sek=mouk=n
0 caso contrario

x(Mm)x —x(n)i| = {
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pelo que d(x(m),x(n)) = 1. Sendo assim, nenhuma sub-sucessao de
(x(n))nen pode ser de Cauchy, pelo que (x(n)),en ndo tem sub-suces-
soes convergentes. Logo, (E, d.) nédo é compacto, pelo teorema

Exercicio n%80

= Seja L uma funcio que preserva as distancias de (E, d) num
espaco métrico completo (F,d’). Como t preserva as distancias e L é
totalmente limitado, ((L) também é totalmente limitado. Seja K = ((L).
Entao K é totalmente limitado. Como também é fechado e (F,d’) é
completo, K é completo. Visto que K também é totalmente limitado, é

compacto.

= Se existir uma isometria f naquelas condiges, entéo (L)
é totalmente limitada, pois é compacta. Logo, f(L) é totalmente limi-
tado, por ser um subconjunto do anterior. Como f preserva as distan-
cias, L também é totalmente limitado.

Capitulo 3
Exercicio n%6

Quem examinar a demonstracédo do teorema de Stone-Weierstrass
apercebe-se de que a tnica passagem onde podera ser necessario usar
a condicao do enunciado com A real mas ndo necessariamente racional
é a passagem na qual se usa implicitamente que se f pertence a uma
algebra de funcées F e P é uma funcéo polinomial de R em R, entéao
P o f também pertence a F. No entanto, as funcdes polinomiais que
surgem no decorrer da demonstracao sao as que resultam de se aplicar
o teorema de Weierstrass a uma restricdo da funcao médulo. Mas sabe-
-se, pela terceira alinea do exercicio 43| do capitulo |1, que o teorema de
Weierstrass continua valido se se considerarem apenas os polinémios
com coeficientes racionais.



